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_ Tutorat no 4
Equations aux dérivées partielles du ler ordre

Résumé

Si vous feuilletez un livre sur les équations aux dérivées partielles appliquées a la physique vous vous
apercevrez rapidement que la plupart des “grandes” équations aux dérivées partielles de la physique sont des
équations du second ordre. D’autre part vous trouverez souvent les équations du premier ordre traitées parmi
les équations différentielles “ordinaires”, ceci est di au fait que la méthode des caractéristiques ramene
I'étude des équations aux dérivées partielles a des équation différentielles ordinaires le long des courbes
caractéristiques. Comme vous allez le voir dans ce tutorat les équations aux dérivées partielles du premier
ordre sont pourtant intéressantes et peuvent donner lieu a des comportements complexes.

1 Notions d’intégrales premieres.

1.1 Définition.

Soit un systéme différentiel :

K= G = b ), 1=i<n @

ou lesfi : U — IR sont des fonctions données, continues sur un olvele IR'. On appelléntégrale premiéere
surU du systéme différentiel, toute fonctiéi U — IR, de class€?, telle que pour tout = (X1,%2,-++ ,Xn) €U

3 1005000 @

Montrer que pour toute solution du systeme différentigl I& fonction&§ — F(x1(§),%2(&), -+ ,xn(§)) est
constante.

1.2 Exemple simple.

Soit le systeme bidimensionnél=x,, X, = —x1, montrer que la fonctioR (x1,xz) = x§+x§ estune intégrale
premiére (trajectoire circulaire de centre 0).

1.3 Généralisation.

En vous inspirant de I'exemple précédent donner une intégrale premieré surdigsteme différentied = Ax,
ou A est une matrice antisymétrigmex n. En déduire que chaque trajectoire est contenue dans une sphere de
centre O.
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2 Méthode des caractéristiques.

Soit I'équation auxdérivées partielles quasi-linéaire du premier ordre
n ou
i(X,Uu)=—(X) = b(x,u 3
3 a0xu)g 0 =blxu ®)
ou lesa; etb sont données etest la fonction inconnue de la variable= (x1,X2,- -+ ,Xn).

2.1 Interpretation géométrique

Supposons connue la fonctiofx), montrer que le vectelt = (a3, az, - - - ,an,b) est tangent a la “ surfaceS
d’equationz = u(X1, X2, - ,Xn)

X

FIG. 1 —Représentation géométrique de la surface S d’equation z= u(X,Yy) et du vecteur tangent Z

2.2 Equation aux intégrales premiéres

Plus généralement on définit la surfateous la forme d’'une équation implicite :

F<X17X277'” 7Xn7z) =0

Montrer que I'équation3) peut s’écrire sous la forme :

iai (X, Z)g;(x,z) + b(x,z)%—i(x, 2)=0 (4)

On a donc ramené I'équation quasi linéaiBed une équatiofinéaireenF a(n+ 1) variables 4). On reconnait
ainsi l'intégrale premiére du systéme différentiel :

dx

dz
E =g (X?Z) y g b(X, Z) (5)

dg

2.3 Théoreme des fonctions implicites

Nous rappelons ici un théoréme trés important qui nous servira dans la suite. Il s’agit du théoréme des fonctions
implicites que nous énongons sous une forme simplifiée :

SoientU un ouvert de R x IR, (a,b) un point deU et f : (x,y) — f(x,y) une fonction de classe* deU dans
R. On suppose qué(a,b) = 0 et que la dérivée partiell%é(a, b) est non nulle. Alors I'équatiorii(x,y) =0



peut étre résolue localement par rapport a la varigh&e qui signifie que I'on peut trouver un voisinagele
adans R etW deb dans R et une applicatiopde class€?! unique, telle que :

(xeV, yeW et f(xy)=0) < (xeV et y=¢X))

Prenons un exemple simple. Considérons la foncfipqy, z) = x? +y? + 22 — 1. Léquationx’ +y* + 22 =1

qui définit la sphére peut aussi s’écrire sous forme explicite par rapport a la variable 4+-1/1 —x2 —y2
mais il y’a deux expression selon que I'on considére la partie "supérienre0j ou "inférieure de la sphére”
(z< 0). Si on choisit un poin#(x,y, z) dans la partie supérieure (resp. inférieure) alors la fongiiest définie

de maniére unique pag(x,y) = /1—x2—y2 (resp.@(x,y) = —y/1— X2 —y?). Par contre pour tout poir¥
situé sur le cercle intersection entre la sphére et le pta® le théoreme n’est visiblement pas applicable. On
vérifie en effet que sur ce cerc%é(x, y,0) =0.

2.4 Methode des caractéristiques

Les remarques précédentes suggérent la méthode de résolution suivante :
— résoudre le systéme différentiel caractéristidi)e (
— éliminer la variablé€, entre les relationg; = X1 (&),X2 = %2(§),--- ,Xn = %n(§), 2= z(&) pour obtenir une
intégrale premier& (xq,x2, -+ ,Xn,2) ;
— si I'équationF (x1,X2,- -+ ,Xn,2) = 0 permetb de définir explicitemert= u(xy, X2, -+ ,%n), alorsu est
solution de I'équation quasi-linéaire donné&e (

2.5 Conditions au bord / Conditions initiales

Nous avons jusqu'a présent €ludé le probleme des conditions au bord de I'éq@atienpfobléeme de Cau-
chy consiste a déterminer les fonctian) verifiant I'équation §) avec pour condition au bona= up(X,y)
sur une courbe (ou surfacE)donnée. Supposons que la coufbse mette sous forme paramétrigugs) =
(x9(s),X3(s),- -+ ,x3(s)). La condition au bord sur la fonctianse traduit sur les courbes caractéristiques :

Il est clair que pour que la condition au bord soit acceptable il est nécessaifergueorresponde pas a une
“trajectoire” caractéristique.

Xo (s)
I'(s) {Yo (s)

2200 (8)=U o (X0 (). (5)
/C(&> Y
‘ ' T(s )

M(8)=(X o(8),y o(8))

X

FIG. 2 — Condition au bord et courbes caractéristiques.



3 Equation de Burgers

Etant données deux fonctioasf : R — IR de class€?, on veut résoudre I'équation aux dérivées partielles de
Burgers en la fonction inconnugx,y) :

a(u)% +g; =0 avec u(x,0) = f(x) (6)

3.1 Systeme caractéristique

Résoudre le systéeme différentiel caractéristique :

dx dy dz
i az) , i 1, i 0
avec les conditions initiales :
X(s,0)=s , y(s,00=0 , 2zs0)=f(s) ousestunparamétre

3.2 Intégrale premiere et inversion

Montrer queF (x,y,z) = z— f(x—ya(z)) est une intégrale premiére du systéme différentiel caractéristique.
Appliguer le théoréme des fonctions implicites autour du pEigtO, f (xo)) pour montrer que I'on peut trouver
une fonctiornz = u(x,y) telle queF (x,y,u(x,y)) =0

3.3 Lasolution

Démontrer que la fonction solution de I'équation implicite vérifie bien I'équation de Burgers.

3.4 Probléme d’inversion

Montrer d’aprés la sectioB.2 que si la fonctionf (x) est décroissante atz) une fonction croissante alors il
existe un pointxs,t1,z) pour lequebF /0z= 0 et que le théoréme des fonctions implicites ne s’applique plus.
Les solutions de I'équation de Burgers ne sont donc valabes que dans un domaine limité autourt de ®axe

4 Ecoulement unidimensionnel de particules sans interaction.

4.1 Le modeéle

On considéere un milieu de dimension un (un tuyau par exemple) composé de particules se déplacant chacune
par inertie sur une droite & une vitesse constante. Désignongpar la vitesse d’une particule au poirta
l'instantt. Six = @(t) représente le chemin parcouru par une particule alors

do
R CORY

Ecrivez que I'accélération de la particule est nulle. En déduire que le champ de vitgs#ige I'équation :

ou du
U—+ — =

PV 0 ; t>0 @)



4.2 Resolution de I'équation aux dérivées partielles

On considére I'équation’f Avec pour conditionsi(x,0) = f(x) ou f(x) est une fonction continue différen-
tiable.

4.2.1 Caractéristiques

Montrer que les caractéristiques dans le gban) sont des demi droites partant d’un poltsur I'axe des et
de pente I'inverse dé au pointM. Montrer queu est constante le long des caractéristiques.

4.2.2 Probléme d’inversion

Montrer que les caractéristiques se croisent dans le demi pldnsi la fonctionf (x) est une fonction décrois-
sante. Que se passe-t-il au point d’intersection ?

4.2.3 Solution explicite dans un cas particulier

On considére le cas particulier suivant :

1 : x<0
fx)=<¢ 1-x : 0<x<1 (Cl)
0 : x>1

Montrer queu = (1—x)/(1—t) dans le domaine & x <t < 1,u=1 dans le domaing < 1,t > xetu=0
dans le domaing > 1,t < 1 mais queu n’est pas défini dans le quadrant 1,t > 1.

t

ONDE DE CHOC

u=
u=1

X

FIG. 3 —Représentation graphique des solutions de I’équation de Burgers et de leurs domaines de définition.

4.3 Notion d’'ondes de choc

t=0

X

FIG. 4 —Solutions de I’équation de Burgers a différents temps croissants.



Sur la figure4 nous avons représenté graphiquement les solutions de I'’équation de Burgers pour différentes
valeurs du temps. Il apparait clairement qu'au dela d'un certain témp il n'existe pas de solution dif-
férentiable. A partir de cet instant les particules se heurtent dans le milieu. En fait la condition physique du
mouvement par inertie, c’est a dire I'absence d'interaction entre les particules, devient irréelle et doit étre rem-
placée par une autre condition : la description du caractére du choc. Représentez les solutions de I'équation de
Burgers comme sur la figuredans le cas particulier de la sectidr2.3
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