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Résumé
Pour tout cristal la création d’'une surface colte de I'énergie, que nous noteroDs plus I'énergie
nécessaire pour créer une surface dépend de I'orientation cristallographique de celle ci. L'orientation d’'une
surface est caractérisée par sa normaleOn peut définir une surface géométrique appgpdt obtenue
de la fagon suivante : a partir d’'une origine O, on dessine un vecteur de direidtédrde longueuy(n). Il
est clair que si le cristal était totalement isotrope cette surface serait une sphére, tout écart a la sphéricité
duy-plot refléte I'anisotropie du cristal

Dans ce tutorat nous montrerons comment la forme-~glot peut permettre de déterminer la forme d’'un
cristal et réciproquement. Pour des raisons de simplicité nous considérerons le cas bidimensiognel ou
représente une énergie de ligne. y-plot est alors une courbe fermée. Ce cas bidimensionnel a une appli-
cation physique directe notamment pour I'étude de la forme d'llots d’atomes déposés sur une surface.

1 Transformée de Legendre et interprétation géométrique

Avant d’aborder le probléme de la forme d'équilibre des cristaux nous allons commencer par introduire une
transformation mathématique que vous avez déja vu en thermodynamique, mais dont nous allons donner une
interprétation géométrique.

1.1 Définition de la transformée de Legendre

On considére une fonctiof(x) convexe et dérivable sur R (ou un intervalle de R). La convexité(@eimpose

gue sa dérivée premiere est nécessairement croissante (ou dérivée seconde pbsitiveesix fois dérivable)

ce qui permet de conclure a la bijectivité &¢x) (sur un domaine approprié). Par conséquent pour une pente
p donnée il existe un unique rélp) tel quef’(x(p)) = p. On définit alors la fonctio(p) comme I'opposé

de la valeur a I'origine de la tangente x(ip) (voir figure 1). La fonctiong(p) s’écrit donc :

g(p) =xp—f avec p=f'(x) (1)
Pour calculeg(p) explicitement il faut déterminer I'inverse de la dérivéefd&n effetx = f' ~1(p) et donc :

o(p) = H(p)p—1(F ()

1.2 Une définition équivalente

On considére a présent la droite de pgmpmssant par 'origine. Sol(x, p) = px— f(x) la différence entre la
droite px et la courbe. Montrez que poprfixé la fonctionG(x, p) admet un maximum en un point unigxig)
et que la transformée de Legendrefdeorrespond au maximum de la fonctiGix, p) :

a(p) = SgdG(x, p)]

10n notera que les physiciens utilisent souvent une définitiog( pjiest égal & la valeur a l'origine de la tangentexép). Cette
définition est inspirée des transformations thermodynamiques classiques mais présente le désavantage de ne pas étre aussi symeétrique.
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FIG. 1 —Représentation géométrique de la transformée de Legendre.

1.3 Exemples de transformée de Legendre
On considére la fonctiof(x) = x?/2, montrez que la transformée de Legendrd @st donnée par :
P

Générelisez ce résultat a une fonctigm) = x* /a (a > 0) en montrant que la transformée de Legendre s’écrit :

1 1
g(p) == avec a+6_1

1.4 Transformée de Legendre et différentielle

Soitdg la difféntielle de la fonctiorp. Montrez (en utilisant I'équatiofi) que :

dg=xdp

En déduire que :

g'(p) =x
Démontrez également ce résultat en partant de la définition explicite de la transformée de Legendre.

1.5 Transformée de Legendre inverse

La fonctiong(p) ayant pour dérivée premieg p) = x(p), il s’agit d’'une fonction croissante car le poi{ip)
se déplace vers lescroissants lorsqup grandit. Par conséquegtp) est également une fonction convexe dont
on peut définir la transformée de Legend(e) :

f(x) =xp—g(p) avec x=d'(p)

Il apparait immédiatement que la transformée de Legendre est involutive c’est a dire qu’en appliquant la trans-
formée deux fois de suite on retombe sur la fonction initale et dgrc= f(Xx).
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2 Théoreme de Wulff

2.1 Position du probleme

Soit un cristal “fini” limité par une courbe fermée I'énergie totale de création de la surface est égale a :

B = f vimal @
y(n) étant I'énergie de surface (ou de ligne en dimension 1) par unité d’aire, pour une surface d’orientation
On notey = y(x) la courbe décrivarit en coordonnées cartésiennes (pour simplifier on suppose que la courbe
L est symétrique par rapport a I'axe dgs
a) Montrez que I'équatiol peut s'écrire :

EL= /, f(y)dx

OulL'’ est la projection dé& sur 'axeOxet f est une fonction uniqguement gte= dy/dx avec

fy) =v(y)y/1+y? (3)

b) Vérifiez quef (tanB) = y/ cosb. Autrement dit la fonctiorf représente I'énergie de surface par unite d’'aire
projetée sur I'axe.

dx

L?

FIG. 2 —Représentation schématique de la surface du cristal délimité par une courbe L.

c) E, doit étre minimisée avec pour contrainte que la surface enfermée par la ¢oddikerester constante.
En utilisant la méthode des multiplicateurs de Lagrange montrez que le probléme se raméne a la minimisation
d’'une intégrale de la forme :

= [ L0y

Ou L(y,Y) = f(Y) — Ay, A étant le multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte.

2.2 Reésolution de I'équation d’Euler

a) Utiliser I'équation d’Euler-Lagrange pour en déduire I'équation satisfaite yar.
b) Intégrer cette équation et montrer que I'on peut mdttseus la forme :

f = —A[(x—%0)Y — (Y—Yo)]

3



Ou xg etyy sont des constantes d’intégration que I'on posera égales a zéro car 'origine des coordonnées est
arbitraire, soit :

f(y

)y sy @
c) On noteB I'angle entre I'axeOy et la normaled. Il est alors pratique de représenter la solution sous forme
paramétrisé&(0),y(0). En utilisant les équatiorset4 et I'expression d¢’' en fonction de taB montrez que
l'ona:

_ 1

)\(ysineﬂ/cose) , y(0) = —}(—ycoseﬂ/sine) ol Y =dy/d6 (5)

X©) X

2.3 Interprétation géométrique et construction de Wulff

a) Quelle est la forme d’équilibre du cristal lorsqueHglot est isotrope ?
b) En utilisant les équatiorset4, montrez que :

)—‘\’ —7.fi= OH (6)
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FIG. 3 —Construction géométrique de Wulff.

¢) En déduire que la forme du cristal est donnée par I'enveloppe d’une famille de drdite rappelle (voir
figure4) que I'enveloppe d'une famille de droite est la courbe qui est tangente a chacune de ces droites.

b)
L

< Anti-podaire

FIG. 4 —a) Représentation géométrique de I’enveloppe d’une famille de droite.
b) Illustration de la construction de la podaire d’une courbe.



Réciproquement, ig-plot est obtenu comme le lieu des poiktgprojetés du point O sur les tangentes au cristal.
En terme mathématique on dit queytelot est la podaire (vis a vis du point O) de la forme du cristal et la forme
du cristal I'anti-podaire dy-plot.

Il faut cependant préciser qu'’il peut arriver que I'anti-podaire posséde plusieurs “nappes” (voibjigtidans

ce cas il ne faut garder que celle contenant I'origine.

Y-plot \‘“\ S

anti-podaire du Y-plot

forme du cristal
(intérieur de 1’anti-podaire)

FIG. 5 — Illustration de la construction de I’anti-podaire du Yy-plot possédant plusieurs “nappes”. Seule celle
contenant I’origine (en gris) est physique et correspond a la forme du cristal.

2.4 Un exemple simple

Il est important de noter que I'obtention de la forme d’équilibre donnée par la formule analytique de I'équa-
tion 5 n'est valable que si lg-plot ne possede pas de points anguleuxy/odiest pas définie. Par contre la
construction géométrique de Wulff, est toujours valable et conduit a la bonne forme d'équilibre des cristaux
méme si ley-plot présente des points de rebroussement. Dans ce cas le cristal possede des facettes correspon-
dant a chacun de ses points de rebroussement.

A titre d’exemple considérons le cas d'yrplot donné par la formulg(6) = a(cos8 + sinB), valable pour
0 < 8 < 1/2. Le reste dw-plot s’obtenant par symétrie par rapport aux axesy. Montrez que ley-plot est
donné par la figuré ci-dessous. En déduire que la forme d’équilibre de ce cristal est un carré.

y

FIG. 6 —y-plot d’équation polaire y(8) = a(cosb + sinB)

Cet exemple correspond en fait a la forme d’équilibre d’un cristal bidimensionnel décrit par un modéle d’lsing
n’incluant que des interactions entre premiers voisins sur un réseau carre.



3 Forme d’équilibre et convexité

3.1 Transformée de Legendre
Montrez gqu'il est possible d’écrire les équations donngr} sous la forme :
1

df ~
y(x) =xp—f avec X:ﬂ) et f:_Xf

Comment interprétez vous la forme du cristal en terme de transformée de Legendre ?
Réciproquement on a

- d
f(p)=xp-y , p=d—§

Comment obtient-on lg-plot en fonction de la forme du cristal ?

3.2 Convexité

Vous avez donc utilisé la tranformée de Legendre sans vous en apercevoir ni vous assurer que la condition de
convexité était bien vérifiée. En fait on peut montrer que si la fondtigh = y(y')v/1+y'? posséde une zone

de concavité comme représentée sur la figlaealors les orientations du cristal correspondant a cette zone
sont instables. Montrez que la condition de stabilité peut s'écrire sous la forme :

¥(8)+Y'(6)>0

De méme on montre que la forme d'équilibre du cristal doit étre convexe. Si un cristal présente une zone
d’inversion de courbure avec une “protubérance” alors il est dans une situation hors d’équilibre et on observera
un flux de matierej pour le ramener vers I'équilibre comme représenté schématiquement sur la7igure
ci-dessous.
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FIG. 7 —Protubérance a la surface d’un cristal, et flux de matiere pour revenir a I’équilibre.
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