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_ _ Tutoratno 1 _
Equations différentielles et évolution de populations

Résumé
Il est sans doute inutile de vous rappeler I'importance des équations différentielles qui interviennent
a peu pres dans tous les domaines scientifiques : physique, économie, biologie, écologie... Dans ce tutorat
nous aborderons quelques exemples d’équations et systémes d’équations différentielles régissant I'évolution
de populations animales. Nous commencerons par étudier de systémes avec une seule espéce puis dans
un deuxieme temps, aprés avoir démontré quelques résultats généraux sur les systéemes différentiels, nous
traiterons un exemple trés connu de deux especes en compétition de type proie-prédateur.

1 Modeles de population sans interaction externe

Dans cette section nous étudierons quelques équations différentielles gouvernant I'évolution de populations
animales sans interaction de compétition avec d’'autres espéces.

1.1 Loide Malthus

Il peut sembler apriori étrange de modéliser une population qui se compte en nombre d'individus par une
équation différentielle sur une variable continue. Cependant lorsque les populations sont grandes (par rapport a
I'unité) il est assez naturel de considérer une variation continue p&9ite nombre d’individus d’'une espece
al'instantt etr(t, p) la différence entre le taux de naissance et de mortalité. Si la population est isolée c’est a
dire qu’il n’y a ni immigration ni émigration alors la variation de la populatfmh) est donnée par I'équation

dp/dt =rp(t). Dans le modele le plus simple on suppose igast constant et vaat Soit la loi de Malthus

dp

gt — &P

Montrez que toute population suivant une loi de Malthus croit exponentiellement.

En 1965 on estimait la population mondiale &8 milliards et un taux de croissance de 2% parEmsup-

posant que la population mondiale suive une loi de Malthus en combien d’années la population doit

elle doubler ? Le résultat est en bon accord avec la valeur observée mais il apparait que cette loi ne peut pas

continuer éternellement car la population tendrait a I'infini..

1.2 Loide Verhulst

La loi de Malthus ne peut s’appliquer que pour des populations qui ne sont pas trop nombreuses. Lorsqu’une
population commence a croitre de maniére importante il est indispensable de prendre en compte les interactions
entre individus et leur "compétition". Un choix raisonnable pour prendre en compte la compétition est d'intro-
duire un terme du type bp?, le coefficientb étant beaucoup plus petit gaeLa population évolue alors selon

laloi:
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afap—bpz

MontrezE]que la population p(t) est donnée par la relation :

_ apo
b+ (a—bpy)ealt-to)

p(t)

ol pg est la population & I'intartt= tg.

Montrez que la population p(t) tend vers une constanted/b) indépendante des conditions initiales
L'évolution de la populatiorp(t) suit une courbe que I'on appelle logistique avec un "plafonnement” vers une
constanteMontrez que si la condition initiale pp est inférieure aa/b alors la dérivée ded p/dt est positive

tant que p < a/2b et négative sip > a/2b et la courbe posséde un point d’'inflexion poump = a/2b. Tracez
I'allure de la courbe que I'on appelle aussi courbe en S.

Quelle est le comportement dep(t) si la condition initiale pp est supérieure aa/b?

1.3 Quelques exemples

Une étude sur les paramécies montre que lorsque I'on met 5 "individus" dans un tube (dans un milieu nutritif)
la croissance initiale est trés rapide, de I'ordre de 230% par jour. Au bout du quatriéme jour la population sature
autour de 375 individus. En déduire les valeursadtb et montrez que

0 — 375

PO =1 7523

Afin d’étudier I'évolution de la population humaingt) sur terre, nous devons estimer les coefficiergsb si

on suppose qup(t) suit une courbe logistique. Des scientifiqgues ont estimé que la valeur "natureiefstie

de 0029. On estime également que la population humaine augmentait de 2% par an quand la population était
de 3 34 milliards. En déduire la valeur deainsi que la valeur limite du nombre d’habitants.

2 Systémes d’équations différentielles linéaires
On s’intéresse aux systemes différentiels de la forme :
X = AX

ou A est une matrice carréex n a coefficients constants (ne dépendant pas de la vatigllen vecteur ek
sa dérivée (c'est a dire le vecteur formé de la dérivée de chacune des composaht¥sukeconnaissez tous
la solutions générale de ce type de systéme différentiel en dimensidn) & xoeXt—) olixg est la valeur de
X(t) at = 0. Nous allons généraliser ce résultat en dimension

2.1 Exponentielle de matrice carrée

2.1.1 Définition

Commencons par définir et étudier quelques propriétés de I'exponentielle d'une matrice carrée.
On la définit naturellement de la maniére suivante :

A2 A3 +ooAn
exp(A):|+A+§+§+...:n: o

10n décomposera en éléments simples la fractjfafg— bp?)
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On admettra I'existence dexp(A) pour toute matrice carré@E]

2.1.2 Quelgues exemples et propriétés

a) exponentielle d’'une matrice diagonale

Soit A une matrice diagonale dont les éléments diagonaux %pnb,---A, montrez que exptA) est une
matrice diagonale dont les éléments diagonaux €dnigz, . .. gin

b) exponentielle d’'une matrice diagonalisable
Soit A une matrice diagonalisable de valeurs propred., - - - A\, montrez queexptA) est une matrice diago-
nalisable dans la méme base dquet dont les valeurs propres sat, &z, ... g,

c¢) formule d’addition
SoitA et B deux matrices x n qui commutentmontrez que

expA+B) =expA)expB)
d) formule de dérivation
Soit A une matricen x n. Montrez que

%ex ptA) = AexdtA)

2.1.3 Solution générale

Vérifiez que la solutioru(t) de I'équationx = Ax avec pour condition initialei(tg) = X est :
u(t) = exp(t —tg)A)Xo

2.2 classification des comportements en dimension 2

Soit A une matrice % 2 a coefficients réels constants.

(¢ a)

On s’intéresse au comportement des solutions de I'équatierdx et a I'allure des trajectoires dans le plan
(x,y). Comme on vient de le voir on doit calculer 'exponentiedlgytA) et pour classifier les différents types
de comportement on distinguera deux cas.

(1) deux valeurs propres, etA; réelles.
(2) deux valeurs proprés, etA, complexes conjuguées=k if3
a) Etude du cas (1)

Soitv; etv; les deux vecteurs propres associés aux valeurs prapies\,. Montrez que les solutions géné-
rales s’écrivent :
X(t) = Clele +C2€2\2tV2

Tracez l'allure des trajectoires selon le signe des valeurs propres.

2Pour ceux intéressés par la démonstration de ce résulat on pourra utiliser la norme triple pour prouver la convergence de la

série de matrice. La norme trip|gA|| d’'une matrice est définie pdfA|| = sup, LAz g posséde notamment la propriété suivante :

Tzl
IABI < TIA-IBI] -



b) Etude du cas (2)
Soit v le vecteur propre associéoa+ i3 montrez que le vecteur propre associéoa— i3 estv. On posev =
Wi —iwp ouwq etwy sont réelsMontrez que la matriceA a pour expression dans la nouvelle bagew; :

(5 )
A1:(X|+B<2 _Ol)

. .a( COSBt —sinpt
dh=¢ <sin[3t cospt >

On décompose alows; sous la forme :

Montrez que

Tracez I'allure des trajectoires selon le signe de.

3 Systemes différentiels non linéaires

Dans cette section nous énon cons sans démonstration quelques résultats importants sur les systémes d’équation
différentiels non linéaires ?
considere le systemes différentiel en dimension 2 :

{X = f(xy)
y = g(X,y)

3.1 Comportement local

On linéarise autour d’un point singuliéxo, Yo) :

{f (Xo,Yo) = 0
g(Xo,Yo) = O

On fait un développement au premier ordre autour du point singulier en posaxt+hety =yo+k:

- of of
( h ) [ oy Fyloyo < h >
|\ 9 99
k &‘Xo-,)’o (Ty‘xo-,yo k
Théoreme: Le comportement local est presque toujours identique au cas linéaire.
2 exceptions a cette assertion :
-cas ou les valeurs propres sont imaginaires pures.

-cas d’une valeur propre nulle.
Dans ces deux cas il faut faire une étude plus détaillée...

3.2 Comportement global

Le comportement global est fixé par le nombre la position et la nature des points critiques. Il existe cependant
un comportement NOUVEAUIe cycle limite.
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FIG. 1 — A gauche : Comportement global d’une solution d’un systéme non linéaire et son champ de vecteur
associé. A droite : Cycle limite

4 Modéele de deux populations en interaction : systéeme proie prédateur

Apres la premiére guerre mondiale un responsable du bureau de la péche italienne contacte Vito Volterra ma-
thématicien pour analyser la proportion de requins (prédateur) et de sardines (proie) dans les eaux italiennes.
\olterra proposa le systeme différentiel suivant pour expliquer les phénomeénes observés :

X = ax—bhxy

{ y = —cy+dxy
Oux ety représentent respectivement le nombre de sardines et de requing, Byved des réels positifs.
a) Comment se comporte la population de sardines en I'absence de requins ?
b) Méme question pour les requins en I'absence de sardines.
¢) Trouvez les points singuliers et caractérisez (si possible) leur comportement local. Que se passe-t-il avec le
point(c/d,a/b) ?
d) En considérany comme variable de& montrez quedy/dx vérifie un équation différentielle a variables
séparables.
e) Intégrez par quadrature cette équation et mettre sous la forme :

p(x) +q(y) =K
avec

{p(x) = dx—clnx
qaly) = by—alny

f) Tracez les courbep(x) etq(y) et en déduire la forme de+ q et de ses lignes de niveaux.

g) Montrez que les trajectoires sont périodiques. Quel est le sens de parcours des trajectoires.

h) Calculer la valeur moyenne des populations de sadetede requin e long d’une trajectoire fermée et
montrez qu’elle est constante.

c . _ a
d * Y7b
i) Dans le modéle précédent les effets de la péche sont ignorés. La péche a pour effet de diminuer la population

d’'un tauxex(t) pour les sardines ely(t) pour les requins. En déduire qu'une péche modérée a pour effet

X_:



d’augmenter le nombre de sardines et diminuer le nombre de requins. Ce résultat remarquable connu sous le
nom de principe de \Volterra explique parfaitement les résultats observés par le bureau des péche italien.
j) On peut également généraliser le modéle de Volterra en introduisant une compétition interne :

X = ax—bxy—exX
y = —cy+dxy— fy?
Les solutions de ce systéme ne sont plus périodiques et sont beaucoup plus complexes. Elles dépendent forte-

ment des valeurs relatives des coefficients. On peut montrer par exemplecgde>sa/e alors la population
de prédateur finit par disparaitre..
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