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Chapitre 3

Transformation de Fourier

3.1 Définition et premiéres propriétés

3.1.1 Définition

Définition :

Soit f une fonction de £!(IR). On appelle transformée de Fourier de f la fonction de la variable k € IR, notée F'
ou F|f], telle que:

FUNE) = FE) = 2= [ 1) duto)

Cette définition peut différer d’une constante dans certains ouvrages.

Remarques

— Pour que cette expression ait un sens il faut que f(x)e "% soit sommable, ce qui est assuré par le fait que
feL(m)
— Si f et g sont deux fonctions de £(IR) telles que f = g presque partout sur IR alors F[f] = F[g]

Proposition
Soit f € LY(IR), on a:
1. Ff] est bornée
2. F[f] est continue
3. lim Flf]=0
|k|—-+o0
Ezemples

— On considére la fonction f définie par:

f—{l s?ze]—a,a[ 0> 0
0 sinon

Sa transformée de Fourier est définie pour tout k réel comme:

—= [ H@ e duta)

2 sinka

s ka

FIf1k)
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Remarque : la transformée de Fourier n’appartient pas a £1(IR).
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— On consideére la fonction gaussienne définie sur IR par f(z) =e , avec a € IR;. La transformée de Fourier de

f est aussi une gaussienne, et s’exprime comme :

Si on considére la largeur du pic & 1/e du maximum, on trouve que le produit AzAk est constant (cf principe
d’incertitude d’Heisenberg en mécanique quantique).
Remarque : pour calculer la transformée de Fourier de f, on utilise souvent le théoréme des résidus.

3.1.2 Propriétés
Linéarité
La transformée de Fourier est une application linéaire de El(]R) dans 'espace des fonctions:

V(f1.f2) € L'(R), ¥(b1,b2) € C  Flbyfi + bafo] = by F[f1] + ba F[fo]

Parité et réalité

On a les résultats suivants:

f Ff]
paire paire
impaire impaire
réelle a symeétrie hermitique: F(—k) = F(k)
imaginaire pure | a symeétrie anti-hermitique: F(—k) = —F(k)
Changement d’échelle et translation
Théoréme de changement d’échelle
Soit [ sommable, et a € IR*, alors on a:
Flian)h = o 7] (2
ax = — -
|al a
Théoréme de translation
Soit f sommable, et b € IR, alors on a:
Flf (@ +b)](k) = ™ F[f] (k)
On dit que la transformée de Fourier a subit un déphasage.
3.2 Formules
3.2.1 Transformée de Fourier de la dérivée
Théoréme
Soit f une fonction sommable et partout continue, dérivable presque partout et telle que f' soit sommable. Alors
on a:

Ff'1(k) = ik F[f](k)
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Théoréme : généralisation
Soit f telle que ses m—1 dérivées existent et soient sommables, partout continues, et telle que la dérivée d’ordre
m de f existe presque partout et soit sommable. Alors:

F£] k) = GRy™ FLAR)

De ces deux théorémes, ont peut déduire un résultat concernant la vitesse de décroissance vers zéro de la transformée
de Fourier de f en fonction de 'ordre maximal de dérivation de f. En effet, si f est telle que f("™) soit sommable et
définie presque partout, alors sa transformée de Fourier est bornée:

M >0, Yk € R, |(ik)™ F[f](k)| < M

Donc , si k£ # 0, on a:
M
IFIAE)] < TH

On voit donc que si f est indéfiniment dérivable, et que toutes ses dérivées sont sommables, la transformée de
Fourier de f décroit a l'infini plus vite que n’importe quelle puissance de |—i‘, ce qui se vérifie aisément en prenant
I’exemple d’une fonction gaussienne.

3.2.2 Transformée de Fourier de = — zf(x)

Théoréme
Soit [ une fonction sommable sur IR telle que la fonction définie par x — x f(x), avec x réel, soit sommable sur

IR. Alors F|f(x)](k) est dérivable sur IR et l'on a:

. d
= 7 —

Fla f@)k) =i =

FIfk)

Théoréme : généralisation
Soit f sommable sur IR, telle que la fonction x — z™ f(x) soit sommable sur IR. Alors la transformée de Fourier
de f est m fois dérivable sur IR et on a:

Flam f()] (k) =im S FIf)()

3.2.3 Produit de convolution

Définition du produit de convolution
Soient [ et g deux fonctions sommables sur IR.

L’intégrale /f(a: —a") g(2') du(z') existe pour presque tout , et définit une fonction € L*(IR) appelée produit

de convolution de f et g et notée fxg:

(f*g)(@) = / f@ — ') (') dpa)

Proposition
Le produit de convolution est commutatif

fxg=gx*f

Théoréme
Soit f et g deux fonctions sommables sur IR. On a:

FIf gl = Vor F[f] Flg]
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Démonstration

Var FIf)(k) Flgl(k)

o= 10 e ¥ au(x) [ aux)

1 » ey
- = [ 700 g0 e aue) ducx)
(en posant z = X + X' et 2/ = X’)

- = [ [ty duta) duta)

= = [([re- ot auta)) e auta)

1 —ikx
- ﬁ/(f*g)(w)e 2 du ()
— Flf k)

3.2.4 Inversion de Fourier

Théoréme d’inversion
Soit f € LY(IR), et soit F sa transformée de Fourier. Si F est sommable alors on a presque partout :

f@) = <= [Pk e du(i)

Définition :

Soit g € L'(IR). On définit opérateur inverse F— par:
Flglx) = = [g(k) et du(k)

Proposition
Soit f une fonction sommable sur IR. Si sa transformée de Fourier F' est sommable sur IR, alors presque partout
on a:

f@) =7 [Flf]](=)

3.2.5 Application a la résolution d’une équation intégrale

On considére I’'équation intégrale de type Fredholm, ot f est une fonction sommable sur IR :

/ f(@ — ') f(2') dp(a’) =

x2+1
On reconnait I'expression du produit de convolution de f par elle méme, donc on a:

1 e—ikw 1 k|

| _
x2+1] (k) = V27 /_w 1+ a2 de = Var ¢

VI (FIfIR) = F [

On a donc:
1
FIfl(k) = £—= e IFI/2
[f1(k) 7
On applique maintenant ’opérateur inverse, et on obtient finalement :

2 1
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3.2.6 Fonctions sommables, de carré sommable
Théoréme de Plancherel

Soit f une fonction sommable et de carré sommable sur IR. Alors sa transformée de Fourier F est de carré
sommable et on a la relation :

J1r@P dute) = [1F@ duti

3.2.7 Transformée de Fourier d’une fonction de plusieurs variables

N
Soient les vecteurs de IR" @ = (21,...,x,) et k = (ki,...,k,). On définit un produit scalaire et une norme:

n
T k=Y wk 7=
=1

Définition :
Avec ces notations, on considére f une fonction sommable de IR™ dans C. On définit la transformée de Fourier de

f par:
F (?) - W /f(?)e—ik'? du(T)
avec: du(Z) = du(xy) ... du(z,)

Remarque

Soit f(z1,x2) € LY(IR?). Si z1 f(x1,20) € L1(IR?) alors:

0

al{tl f[f(xl,l‘g)] (]431,]62) = —Z'f[l‘l f(l‘l,l‘g)] (kl,kg)

Proposition
. . N . . — L .
Si f est radiale, c’est o dire ne dépend que de la norme du vecteur x', alors sa transformée est radiale.

FEzxzemple
Le potentiel de Yukawa est donné par :

1 —

-
C’est une fonction radiale. Sa transformée de Fourier est définie pour tout k& par:

— 7=

F(k 7>\Hm\| 7zk T vy dro d
(¥) = 27r>3/2 / 1=l e

b . , L. — . —_—
Pour k£ donné on passe en coordonnées sphériques avec le vecteur x3 suivant k .

1 +oo pm p2m 1 .
F(?) = 7/ // Z e ATt kIITeost 12 in 0 dr df de
(2m)3/2 J, oJo T

1 e —Ar " —1 ? rcosf _:
= WQW/O re </Oe Il sinfdef | dr
B \/5 1
= i

T E[? 4+ A2

F est bien une fonction radiale.
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